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Eine  neue  Methode  zur  Behandluns;  des  Rota- 

tionsproblenis.  L-^*y'^ 
Von 

C.  V.   L.   CHARLIBR. 

Mit  2  Textfiguren.        Vi  ̂        NOV   2»    'li^bd 

Eingereicht  am  9.  Oktober  190'/ 

Schon  PoissON  führte  bei  der  Behandlung  des  Rotations- 
problems die  Methode  der  Variation  der  Constanten  ein,  und 

gelang  dadurch  zu  Differentialgleichungen  für  das  Problem, 

die  ganz  analoger  Natur  waren  wie  die  bekannten  Differen- 
tialgleichimgen  für  das  Drei-Körper-Problem.  In  seiner  »Theorie 
analytique  du  Systeme  du  Monde»  ist  Pontecoulaxt  von  den 

Pol  sson' sehen  Differentialgleichungen  ausgegangen  um  die 
Theorie  der  Rotation  der  Planeten  zu  untersuchen.  Er  hat 

aber  thatsächlig  kaum  einen  Gebrauch  dieser  Differential- 
gleichimgen  gemacht,  sondern  kommt  bei  der  Behandlung  der 
Frage  von  der  Rotation  der  Erde  und  des  Mondes  auf  die 

gewöhnlichen  von  Lagrange  und  Laplace  benutzten  Inte- 
grationsmethoden zurück.  Hierdurch  geht  aber  jede  Analogie 

mit  dem  Problem  der  drei  Körper  verloren,  und  man  kann 
nicht  die  vielen  tiefgehenden  Untersuchungen  über  dieses 

Problem  für  das  Rotationsproblem  verwerthen,  was  aber  mög- 
lich ist,  wenn  man  in  consequenter  Weise  die  Methode  der 

Variation  der  Constanten  durchführt. 

Arkiv  för  irtafeinatifr,  astronomi  och   fy^ik-.     Bd  4.      S-'o   4.  1 
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Dir  Erklärung  dieses  Mangols  an  ('onsccjuciiz  in  dct  Bc- 
handluiifj;  des  Rotationsproblcins  ist  iihriücMis  iinsclnvcr  zn 

liiuiiMi.  Das  ungost<")rt(>  Rdtationsprohlcni  ist  nänilicii  hi*- 
(Icutriid  mehr  verwickelt  als  die  ungestörte  elliptische  Bewe- 

gung, die  hei  der  15ehandlung  des  Drei-Keirper-Prohlcnis  zum 

Ausgangspunkt  gewählt  wird.  Dii'  niatheniatisc-hen  Schwie- 
rigkeiten sind  zwar  nicht  grösser  in  dem  einen  Problem  als 

in  dem  anderen;  sind  aber  die  drei  Trägheitsmomente  von 

einander  verschieden  —  wie  beispielsweise  beim  Mond  —  so 
^ind  die  nothwendigen  Entwicklungen  sehr  umständlich  und 

die  Ableitung  des  Ausdruckes  für  die  Störungsfunction  wird 

sehr  lästig. 

In  meinen  Vorlesungen  dieses  Jahres  über  die  Rotation 

der  Himmelskörper  habe  ich  diese  Schwierigkeiten  in  sehr 

einfacher  Weise  vermieden.  Als  »intermediäre  Bahn»  —  um 

einen  vom  Drei-Körper-Problem  geliehenen  Ausdruck  zu  be- 

nutzen —  betrachte  ich  die  Rotation  eines  kngdjörmigen 
Körpers.  Die  Bewegungsverhältnisse  sind  dann  möglichst 

einfach  und  hängen  von  6  willkürlichen  Constanten  ab.  Diese 

Constanten  werden  dann  variirt,  so  dass  man  den  Abweich- 

ungen des  Körpers  von  der  Kugelgestalt  und  den  äusseren 

Kräften  Rechnung  trägt.  Das  Potential  der  äusseren  Kräfte 

lässt  sich  durch  diese  Veränderlichen  in  endlicher  Form  aus- 

drücken; übrigens  sind  die  Bewegungsgleichungen  ganz  ähn- 

lichen Art  wie  im  Drei-Körper-Problem. 
Der  Gang  der  Rechnung  ist  die  folgende: 

1)  Zuerst  betrachtet  man  die  Bewegung  einer  kugelför- 

migen Körpers  und  drückt  das  Integral  durch  sechs  unab- 
hängige Constanten  aus. 

2)  Zweitens  variirt  man  diese  Constanten,  so  dass  die 

Abweichungen  von  der  Kugelform  und  die  äusseren  Kräfte 

berücksichtigt  werden. 

Ich  will  nach  einander  folgende  drei  Probleme  untersuchen : 

I.  Rotation  eines  kugelförmigen  Körpers. 

II.  Rotation  eines  beliebigen  festen  Körpers  ohne  Ein- 
wirkung äusseren  Kräfte. 

III.  Gleichzeitige  Berücksichtigung  der  Abweichungen 

von    der    Kugelgestalt   und  der  Einwirkung  äusseren  Kräfte. 

In  diesen  Aufsatze  wird  das  erste  dieser  Probleme  be- 

handelt und  werden  die  allgemeinen  Variationsgleichungen 

aufgestellt. 
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Die  Bewegungsgleichungen,  die  wir  bei  der  Betrachtung 
des  Problems  benutzen  wollen,  sind  die  folgenden. 

Die  Coordinaten  einer  Massenelements  des  Körpers  be- 
zogen auf  im  Räume  festliegende  Achsen,  mit  dem  Anfangs- 
punkt im  Schwerpunkt  des  Körpers  bezeichnen  wir  mit 

X,   Y,  Z. 

Die  Coordinaten  desselben  Massenelements  in  Bezug  auf 
drei  mit  den  Körper  fest  verbundene  Achsen  bezeichnen  wir 
mit  X,  y,  z.  Diese  Achsen  denken  wir  uns  mit  den  drei 
Hauptträgheitsachsen  des  Körpers  zusammenfallend.  Die 
Trägheitsmomente  um  die  Achsen  x,  y,  z  bezeichnen  wir  bez. 
mit  A,  B  und  C. 

Die  Lage  der  beiden  Achsensysteme  zu  einander  wird 

durch  drei  EuLER'sche  Winkel  (p,  f)  und  ijj  bestimmt,  deren 
geometrische  Bedeutung  aus  der  Figur  1  hervorgeht.    Man  hat 

ip  =  B'X, 0  =  zZ, 

tp  =  B'  X. 

Die  Wahl  der  EuLER'schen  Winkel  ist  übereinstimmend 
mit  TissERAND  getroffen,  um  directe  Vergleichung  mit  seinen 
Formeln  zu  erhalten. 

Indem  wir  die  Bewegungsgleichungen  in  canonischer 

Form  schreiben,  werden  (p,  0  und  ip  als  g-Coordinaten  ge- 
wählt, so  dass 

qx  =  'f.  ?2  =  ̂A  qz  =  ̂' 

und    für    die    entsprechenden    ^-Coordinaten    erhält  man  die 
Ausdrücke 

Ih-C 
„  di-0      d(f 

]
■
 

p.,  =  ( ß  —  A)  sin (p  cos  fp  B,m.O~  +  {B sin^ (p  +  A  cos^  tp) -j~  , 

753  =  [A  sin-  fp  sin-  ff  +  B  cos-  (p  sin-  0  -^  C  cos-  0]  -j- 

+  {B  —  A)  sm  (p  cos  ff  sin  0 dt 

Ccosof dt 



'/'/, 
■  '// 

(// 

''/'.■ 

<ip, 
<>J/ 

dt 

'''/, 
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l)if    limvcmm^SiiltMcliuiiLriii    lallten   ilaiii» 

(/     i.L>. ;{) 

Uli  die  rliaracteriMifiche  Function   H  «lir   I''miiii 

H  -T-  r 

liat.  wo  T  die  h^liendigc  Kraft  dos  roliiviulin  Ivörpcrv  und 
r  das  Potential  der  äusseren  Kräfte  ist.  Für  T  hat  man 
den  Ausdruck 

^  ̂  2A  Y^''  "'"^     ̂   ̂'^^  sin  J/      '''  ̂■"''  '^ J 

[Man  vergleiche  Tisserand:  Traite  de  Mecanique  Celeste, 
II  s.  380]. 

Indem  wir  die  Grössen 

(2)  K^  —       >4       '      -  R 

einführen,  können  wir  T  in  der  Form 

9  C  r  =  y'i  +PI  +  2  p.p^  cos  0  ̂ 
sin^  ̂ y  "^     ■ 

-f  Ä:,  ̂{2\  cos  ̂ y  +  ??3)  ̂ ^J^  —  ??2  cos  f/J 

[co
s '/

  "1" 
(7^,  cos^y  +  p,)  ̂ .^^^  +  2^3  sin  yj 

schreiben. 
Wird 

(3)  T  -=  T„  +  ̂'^  T,  -f  ̂^  7^2 
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gesetzt,  SO  hat  man  also 

-^     «~  sin=^^y  '^  ̂'' 

(4)  2  C  T,  =  [(p,  cos  0  +  ih)  l"^^  -  p,  cos  ./ J, 

[CO
S  

(L' 
 "1*^ 

(p,cos^  +  P3)^  +7),  sinyj. 

Was  endlich  die  Potentialfunction  ü  betrifft,  so  hat  sie 
die  Form 

(5)  C7  =  -  ~  [A  kl  cos-  c<  ̂   B  Jc2  cos-  ,i] , 

wo  u,  (j  (und  ;')  die  Winkel  bezeichnen,  welche  der  Radius 
Vector  r  des  störenden  Körpers  mit  den  Haiiptträgheits- 
achsen  A.  B  (und  C)  bilden. 

Sind  mehrere  störenden  Körper  vorhanden,  kommt  im 
Ausdrucke  für  U  eine  Summe  von  Gliedern  vor,  welche  alle 

die  obige  Form  haben. 
Nach  diesen  einleitenden  Betrachtungen  gehen  wir  zur 

Behandlung  des  Rotationsproblems  über. 

Rotation  eines  kii^eltörmia:en  Köi'ix'rs. 

Hier  ist  ä*i  =  Ä;,  =  0.  Folglich  verschwindet  U  und  man 
bekommt 

IR\  77  =  T   =  ̂ 1+^3  +  2  p,p,  cos  0  ̂   pI 
^^'  ^       ̂ u  -      2C'sinVy  '   2C' 

Das  Problem  der  Rotation  eines  kugelförmigen  Körpers 
ist  ja  ein  sehr  einfaches.  Bekanntlich  ist  die  Lösung,  dass 

der  Körper  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  Achse 
rotirt,  die  im  Räume  und  im  Körper  eine  feste  Lage  hat. 

Wir  müssen  indessen  mit  einiger  Au.sführlichkeit  auf  die  geo- 
metrischen Einzelkeiten  dieses  Rotationsproblems  eingehen. 

um  eine  klare  Vorstellung  der  Integrationsconstanten  zu  er- 
halten, welche  \vir  der  folgenden  Behandlung  der  Rotations- 

probleme zu  Grunde  legen  werden. 
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Die   l)iffenMitialL'l<'i('luinsi(ii  der   \U'\\rp,\iUis 

dt       l^p.  ' 

wollen    wir  mit   Hülfe  der  HAMiLTON-JACoBi'schen  |)artiellen 
Difforentialgleichiing  integrirch.     Diese  lautet 

oder 

0=^+  ' 
(7*) 

(iV\-      i(tV\- + 
in        2Cü\n-()\\<iq,]     '    \(lq^ 

(I  vav       ^      1  td  V\- 
+  2.,-    .        COS^/     +    .y^     Y 

[st 

F=  F(/;  qi,q.,q3;  «,,«:.  «3) 

ein  Integral  dieser  Gleichung,  wo  rf,.  «.,  und  «3  drei  unab- 
hängige Integrationsconstanten  bezeichnen,  so  erhält  man  die 

Integrale  von  (1)  aus  den  Relationen: 

i^i^ 

(8)  ,^^^  (r=l,2,3) 

Jiq.  -  Pi wo  ßi,  iU_  und  {i^  drei  neue  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Da    die    Gleichung    (7*)    die    Grössen    t,   q^  und  q^  nicht 
explicite  enthält,  so  können  wir  die  Substitution 

(9)  F=  — Ä«  +  «i^'i  +  «3^2  +  IT 

machen,    wo    h,    a^    und    «3    drei    Integrationsconstanten  be- 
zeichnen.    Zur  Bestimmung  von   W  erhalten  wie  die  Relation 

a\  +«^  +  2ft,ft3Cos6/       ('1Z\'_2ÄC sin*  0  \  <fO  } 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt,,  dass  h  eine  positive  Grösse 
ist,  vorausgesetzt  dass  «,  und  «3  reelle  Constanten  sind.  Wir 
setzen  demnach 

(10)  (xl=^2hC, 

wo  Un  unter  den  genannten  Voraussetzungen  eine  reelle  Grösse 
bezeichnet.     Für  W  erhalten  wir  den  Ausdruck 

(11)  W  =  f^^yal—(x\—a\  —  2«!  a,  cos  0  —  al  cos^O. 
J  sin  fl       -         ̂          ̂   ^    " 

Nach  (8)  erhalten  wir  hieraus  folgende  Gleichungen  zur 

Bestimmung  der  EuLER'schen  Winkel: 

_  0  ̂ _Y  _L  i   («1  +  a^  cos  0)dO   

^^~'  '       <>  «1  """  ' .  '  sin  0  Vcil  —  a\  —  al  —  2a,u^cost)—alcos^e 

(12)  ̂ '=,^3-'^-;^3+r    {a.  +  a.co.6)de 
"«3  '  sini^  K«:  — «;— cc  — 2a,a,  cos6^— a'cos*(9 

j 
a,  sin 0 dO  ^■>  *  ,    o 

t  T   P2 

V(x\  —  a.\ — «3  —  2  «1  «3  cos  6*  —  a.\Q,os^Ü      ̂  

Die  letzte  Gleichung  giebt  uns  0  als  Function  der  Zeit. 

Aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  lassen  sich  dann  (p  und  «/' 
explicite  als  Functionen  der  Zeit  darstellen. 

Für  7)1,  ̂ r,  und  p,  erhalten  wir  die  Ausdrücke 

0  V 

_<^V      1  /al  —  a\  —  «3  —  2 «1  «3  cos 0  —  a\  cos^ t) 

Zur  Ausführung  der  Integrationen  setzt  man 

cos  0  =  x 

«1  =  «,  Ol ;  «3  =  «2  «3 

und  erhält  zur  Bestimmung  von  x 
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,•  '/'•  it., 

.'II  '/  '/  -'/,":,.'  ■'•■  ̂  

wrU'lu'  ( iU'ii'iiuiiLr  iinmil  l  elitär  /.v'n^i .  dass  .r  /.wischen  /.wci 
festen  ( M\Mi/.en  seinvanki.  Diese  (Iren/.en  -iiid  mit  den  Wur- 

zeln der  (Meioluin«! 

0^=1 — a'\ — al  —  '2(i,(i.j.r      .!■■ 

/.usannuenlailend.      I  )ie   Wui/eln   sind 

~a,a,±  V{l-a{){]       «;;). 

Um    reelle    Lösungen   vai  erhalten  ist  eiT()rderli(;li,  dass  x 

reell    imd    kleiner    als    die    Einheit    ist.      Hieraus    folgt,  das.s 

sowolil    /l^    wie    II,  kleiner  als  die   iMnheit   sind.      Wir  können 
also  setzen 

(l"i)  a,  --  cos  (f„\  a^  -  —  cos  t , 

wo  unter  0,^  und  /■  zwei  reelle  Winkel  verstanden  werden. 
Die  Grenzen  für  .r  sind  dann 

cos  (t  —  0„)   und 
cos  {t  +  fff,), 

so  dass  0  zwischen  6  —  0^^  und  t  +  (f^  schwankt. 
Wir  lassen  die  untere  Grenze  in  (14)  mit  der  Wurzel 

cos  (fc  +  Oq)  zusammenfallen,  und  erhalten  also  das  Integral 

der  Gleichung  (14)  in  der  Form 

cos  0  =  X  =  cos  ff^  cos  t  —  sin  fJ^  sin  t  cos  l^f  ̂  +  1^2]  • 

Ich  führe  noch  die   Bezeichnungen 

Ui  =  —  ßi, 

(16)  '^^-"^—(c 

"3  =  —  /^3 

ein,  so  dass 

( 17)  cos  0  =  cos  Oq  cos  t  —  sin  Of,  sin  e  cos  Wj 
ist. 
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Weiter  hat  man 

a,  dO  sin  0 

V al  —  «1  —  «3  —  2  «1  «3  cos  0  —  «2  <^os^  f) 

so  dass  die  Gleichungen  für  (f  und  */'  lauten 

ra.  +  a,  cos  1^  , 
sin^  Ö 

(18) 
 ^ 

r«,  +  a,  cos  fi  , 
</'   -i-   W3  =  ̂     1    —   ~-r>   «^^2 

—  du2. 

/a^
  +  a, 

 CO 
wo  der  Ausdruck  (17)  für  cosö  einzuführen  ist. 

Zur  Ausführung  der  Integrationen  beachten  wir,  dass 

a,  +  «3  cos  0      1    a,  +  03        1    «i  —  «3 

sin^  0       ̂   2  1  —  cos  f)  "^  2  r+~cos"Ö  ' 
«3  +  «1  COS  0      1    Ui  +  a^        1    «1  —  a3 

sin^  0       ̂   2  1  ̂̂   cos^ "~  2  1  +  cos  ö  ' 
und  hier  ist 

d2i  du 

l~cosO      1  +  a.a^  +  V {l  —  al)  {1  —  al)  cos  u 
du  du 

1  +  cos  6;       \  —a,as--  V {1  ~al) (l  —  al)  cos  u 

Da  man  für  al  und  al  kleiner  als  die  Einheit  immer 

V(l— a;)(l— a^)  <  1  ±  «1  a, 

hat,  so  kann  man  sich  hier  der  Integralformel 

/ 

du  2 arctg 

l  —  e  cos  u      VY^  e^ 
i/l  +  e,     1    1 

-^  J 

bedienen,  wo  e  <  1  vorausgesetzt  wird. 
Wir    bezeichnen  die  Grenzen,  zwischen  denen  die  Grösse 

cos  0  schwankt  mit  o^  und  q^  ,  so  dass 

Ci  =  — «.«3  +  y{l  —  al)il—a;)=cos{e  —  Oo), 

g,  =  —  a,a^—V{l  —  al){l  —  al)  =  cos  (e  +  0^). 
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\\\r   lu-UitiniUfii   (laini    nach   ciniui  r    Kcclimiiij^ 

I         cos//        |a, 

1    ;    cosr/       |,,| 

1^  /  (•  (l: 

tl  /  (■  t  iS 

\ 
in,/! 

Hill'  Ivdinincii  tlic  aUsoliilcn  P>eträgc!  von  r/,  I  a.,  tirui 

"i — ^^3  vor.  wi'il  (K'f  ('octticiciit  dcf  hcidcn  Arclaii^ciis  iinincr 
}>ositiv  sein  miiss.  .Man  tindcl  dies  am  leichterten,  wenn  man 

ri  gegen  +00  waclisen  lässt.  Da  im  wächst  offenbar  die 

linke  Seite  gegen  +  00  und  fol«.di(li  muss  dies  aucli  mit  der 
rechten  Seite  der  Fall  sein. 

Aus  (18)   l)ekommen   wii'  mm 

a,  +  a,  ^    fi  /l  —  p.       1 

a,  +  öo  ,    fi  / 1  —  p,  ̂     1     1 

(20) 

a,  —  a. 

+  ,  -- '  ̂ ^.arc  tg  r\/'  )  ̂  ̂'  tg  i  i/.l  . lai-«3l  ̂ L*    I  +  C2  ̂2    -J 

Wir  bekommen  also  verschiedene  Formeln  jcnachdem 

6  >  f)„  oder  £  <  ßf,  ist.  Für  die  Erde  wie  für  den  Mond  hat 

man,  wie  wir  später  finden  werden,  t>0^,  so  dass  dann 

«1  +  03  und  a^ — «3  positiv  sind.  Dieser  Fall  ist  also  astro- 

nomisch der  wichtigste,  und  wird  uns  deswegen  hauptsäch- 

lich beschäftigen.  Ich  gebe  indessen  weiter  unter  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  den  anderen  Fall,  und  ich  werde 

übrigens  zeigen,  dass  man  beide  Fälle  zu  einem  einzigen  zu- 
sammenführen kann. 

Lassen  uns  den  Fall 

(21) 

betrachten. 

Dann  ist  nach  (21) 

>0,„ 
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fp  +  Wi  -=  — arctg 

(21) 

:^tg'.
. <,''  +  u^  =  —  arc  tgl\'  Y^_-^  tg  ̂  t/,    +  arc  tg   \ '  ̂   ^-^'  tg  ̂   w.  • 

Setzt  man 

so  können  wir  diese  Relationen  aucli  in  der  Form 

tg('/  +  u,)  =  — 

(22) 

'^    +     ''l  4.        1 

7r-'^2^^- 
1  —  ''i  ''2  tg=-  ̂   ̂̂ . 

|tg('/'  + W3)  = 

»'n        T 

1    +     ''l    ''2    tg^  ̂   1^. 
^  tg^,.. 

schreiben. 

Für  die  Entwicklung  der  Störungsfunction  im  Rotations- 
problem brauchen  wir  verschiedene  Relationen,  die  wir  am 

leichtesten  geometrisch  erhalten  können.  Indessen  werde  ich 

zuerst  aus  den  Formeln  (22)  einige  ReihenentAvicklungen  ab- 
leiten, die  uns  im  Folgenden  vom  Nutzen  sind. 

Führt  man  für  die  trigonometrischen  Functionen  Expo- 
nentialfunctionen  ein,  kann  man  die  Relationen  (22)  in  fol- 

gender Form  schreiben 

g'2  /  ( If  +Ml)    __   g—  2  iU2 (1  +  z,  e'"^)(l  4-  x^e'"^) 

(22*) 

wo 

g2i{l/'+M3)    = 

(1  +  /i  e-'"2)  (1  +  -/,  e-*«2)  ' 

(l  -I-  y.^e-^'^^){\  +  y-ze*"^) 

(1  +  ■/ie»«2)(l  -f  z,  e-*"^)  ' 

1+  ̂  1  —  j/. 

1  +  ;'. Wäre 

hätte  man 

c  <  0, 
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if  4-   »,        (I  )■(•  tu 

Folilliili   ist   dann 

tg('/  +  '',)  = 

(23) 

tg{',"+  Us)- 

1  4-  i\  r,  tg*  .^  u, 

''■>  +  ̂ 'i  ^1 — = — -^r'^^2'^' 
1  —  r,  *'o  tg-  .j  «... 

und  hieraus 

g:i((</  +Ki) 

(24) 

(1  +  z'.e^^-Hl  +  /.'je-'"-) 

(1  +z>-'"^j(l  +  -/.;V«^)' 

,-Ji(V  +  (/j>    _^    g2i(/;  ̂   1   '_!         _2   ' 

(1  +  z',  e''"^)(l +-/„e'"^) 

Die  Grössen  z',  und  Zj  sind  nicht  mit  /j  und  /.  identisch. 
Man  hat  in  der  That  zu  berücksichtigen  dass  i\  und  r,  als 

positive  Grössen  betrachtet  sind.     Nun  ist  aber 

für  i  >  Hy, 

cos.^(f— ^A.)  sin,^(i  — ^^o) 

cos.(fc  +  H,,) 
}'-,  = 

sin^(«  +  6»o) 

und  also 

wogegen 

■^■i  =  —  tg  2 '-  tg  2  ̂̂ ;    ■''■-•  =  cotg  2  ̂  tg  -  6^0 , 

für  t  <  0(, 

Qos^{0,  —  e) sin  2  (^0  —  0 
''•  =  ̂   r' 

cos  -  (öo  +  6) sin  -  (6/o  +  «) 

und 
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<  =  —  tg  2  '•  tg  2  ^^^ '    '"-  ̂   ̂°^^  2  ^^"  ̂̂   2  '  • 

Sowohl  Zi  und  Zo  wie  z',  und  z!^,  sind  kleiner  als  die Einheit. 

Mittelst  der  Formeln  (22*)  und  (24)  lassen  sich  die 
trigonometrischen  Functionen  von  (p  und  ip  als  Functionen 
von  Mo  ausdrücken.  Man  gibt  diesen  Ausdrücken  am  Besten 

die  Form  FoURiER'scher  Reihen,  die  nach  Cosinussen  und 
Sinussen  der  Vielfachen  von  w.,  fortschreiten.  Von  diesen 

Reihen  gebe  ich  die  Ausdrücke  für  (f  und  ü'  hier  wieder. 

Man  bekommt  sie  aus  (22*)  und  (24)  indem  man  die  Loga- 
ritmen  der  beiden  Seiten  nimmt.     Man  erhält  dann 

für  f  >  f)^ : 

(f  +  ?/,  =  - — «2  -^  "a  ( —  1)*+^     z*  sin  Silo 

+  y  (—  1  y-^^ '  y.%  sin  suo 
(25) 

v.\  sin  su^ s 

sm  sUn 

und 
für  e  <0^,: 

sm  s  u, 
s 

(26) 

s 
1    , 

sin  sv^ 

4<  +  «3  =  Mo  —  2'  (—  ̂ y^^  -  A' 

—  y!  (  —  l)«+i  -  z'/  sin  5w, . 

Im  vorigen  Falle  —  e  >  ̂>o  —  wäch-st  f/  +  Wi  mit  — w,  in's 
Unendliche,  wogegen  U>  -f  ?;3  um  XuU  oscillirt.  Im  zweiten 
Falle  —  c  <  6*0  —  oscillirt  <f  -f  u,^  periodisch  um  den  Werth 

Null,  wogegen  W  +  n^  mit  u.  in's  Unendliche  wächst. 
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Diese  Verhältnisse  erkläi'cfi  sich  h'icht,  indem  iium  die 

geoinetrisehe  I>e(ieiitiiTiL'  der  h('i(h«n  FäUeii  xor  den  Au>f('ii 

hält.  Es  ist  indessen  ot'fenhai'  eine  grosse  Unbe(iueniHchkeit 
nüi  diesen  beiden  verscliiedenen  analytisehen  Ausdrücken  zu 

operiren.  nnd  im  Besonderen  seheint  es  unter  soleiien  Um- 
stünden sehr  schwierig  einen  solchen  Fall  zu  behandeln,  wo 

v^.und  Oq  einander  sehr  nahe  liegen  oder  gar  für  einige  Werthe 
der  Zeit  f  >  ̂ ^„  und  für  andere  f  <0„  ist.  (ilückliclu^rweise 

hisst  sieli  diese  Schwierigkeit  beseitigen,  indem  man  in  beiden 
Fällen  dieselbe  Form  für  die  Siörungsjiinclion  erhalten  kann. 

Das  Rotations})rol)lem  lässt  sich  deswegen  ganz  unabhängig 
von  jeder  Annahme  über  die  relative  («rosse  von  /  und  (1^ 

behandeln.  Nur  die  expliciten  Ausdrücke  für  die  EuLER'schcn 
Winkel  «/  und  '/'  durch  «,,  «.  und  u.^  wechseln,  so  dass 
man  für  tyff^  die  Formeln  (25)  und  für  i  <ll,,  die  Formeln 
(2())  zu  benutzen  hat. 

Drückt  man  nämlich  r,  und  )■.,  durch  die  Winkel  i  \md 
11^,  aus,  so  findet  man  in  der  That,  dass  in  beiden  Fällen 

folgende  Ausdrücke  für  <f  +  ?f,  und  (/'  +  u^  stattfinden: 

1  sin  /  tg     ?<, 

tgC*/ -f  "i)     —   f  — ' 
sin  (f  +  II q)  —  sin  (t  —  (^o)  tg^  9  ̂2 

^,27) 

2  sin  0,  tg  2  ?'., 

sin  (fi  +  ̂Vo)  +  sin  (t  —  öo)  tg-     u. 

Hieraus  ist  zwar  noch  nicht  bewiesen,  dass  die  Störungs- 
function  auch  in  beiden  Fällen  dieselbe  Form  bekommt,  wir 
werden  aber  finden,  dass  dies  der  Fall  ist.  Es  wird  sich 

ausserdem  herausstellen,  dass  man  die  Störungsfunction  in 

endlicher  Form  —  also  ohne  Anwendung  unendlicher  Reihen 
—  durch   die    Grössen  u^,  u^,  u^,  «i,  «2?  «3  ausdrücken  kann. 

Geometrisch  lässt  sich  die  Rotations  Verhältnisse  in  fol- 
gender Weise  voranschaulichen.  Wir  führen  eine  Hülfachse 

OZj,  ein,  die  ich  mit  dem  Namen  Centralachse  der  Rotation 
bezeichnen  will.  Ich  werde  unten  näher  angeben,  warum 
dieser    Name    gewählt    werden    ist.     Sie  wird  so  gelegt,  dass 
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Fig.  1. 

sie    mit  den  Achsen  OZ  und  Oz  die  Winkel  c  und  0,,  bildet. 
Im  sphserischen  Dreieck  ZzZ„  hat  man  nun 

Zz==(-), 

Z^Z  =^t, 

^j  z^Zz=^m°—  (/' — XN , 

^lZzZo  =  dO°  +  <f  +  xM. 

Wir  setzen  nun 

(28) 
Uy  =  xM  +  90°, 

u.  =  yIzZ^Z—\^0°, 

W3  =  ZiV^  — 90°, 

so  dass  die  Winkel  im  sphaerischen  Dreieck  die  Werthe 

ylZ^Zz  =  —  {il'  +  W3), 

^1  Zz  Zq  =      (p  +  u^, 

JzZ^Z=      180°  +  M, 
bekommen. 

Es    zeigt    sich    nun,    dass   aus    dem  sphserischen  Dreieck 
dieselben    Relationen  zwischen  der  Grössen  0,  (p,  ip  und  der 
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(irössen  0^.  f,  //, .  n,  und  ii^  fulpoii,  die  wir  in  (17)  und  (27) 
abcjolfitot  hnbrn.  Da  u^  und  ?/.,  ebensowohl  wie  0^^  und  / 

im  jetzt  behandelten  Rotationsfall  unverändlieh  waren,  so 

folgt  hieraus  im  Folge  (28),  dass  xM  und  A' .V  unveränder- 
lieh  sind.  Dies  bedeutet,  dass  die  Ceiürdlachst'  in  diesem 
Falle  eine  unveräiuhrlicJte  Lage  im  Körper  kikI  im  Raum  eiri- 
nimmf.  Da  weiter  na'h  (16)  n.,  proportioncl  de  Zeit  wächst, 
so  finden  wir.  dass  die  Figuraehse  Oz  einen  eireularen  Kegel 
inn  (Wo  im   Raum  f('stlie<;ende  Centralachse  besehreibt. 

Die  Rotationsge- 
sclnrindir/keit  hat  nach 

(IG)  den  Ausdruck 

C 

und  die  Rotationsdauer "^  beträgt 

2/fC 

Die  Rotationsachse 

fällt  hier  mit  der  Cen- 
tralachse zusammen. 

Dies  ist  aber  nicht  im 

gestörten  Rotations  - 
Problem  der  Fall,  auch  nicht  wenn  man,  ohne  die  äusseren 

Kräfte  zu  berücksichtigen,  die  Unterschiede  der  Trägheit- 
momente A,  B  und  C  in  Betracht  zieht.  Die  Centralachse 

fällt  dann  mit  der  Achse  der  s.  g.  unveränderlichen  Ebene 
zusammen.  Es  empfielt  sich  doch  den  Namen  Centralachse 

zu  behalten,  theils  weil  die  andere  Benennung  ziemlich  um- 
ständlich ist,  theils  auch  weil  die  »unveränderliche  Ebene» 

nicht  eine  unveränderliche  Lage  hat,  wenn  die  äusseren 
Kräfte  in  Betracht  gezogen  werden. 

Aus  dem  sphaerischen  Dreieck  ZzZ^  folgen  einige  Rela- 
tionen die  wir  für  die  Ableitung  der  Ausdrücke  für  die  Stö- 

rungsfunction  brauchen,  und  die  wir  daher  hier  zusammen- 
stellen.    Man  hat 
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(sin  0  sin  {<[)  +  wj  =  —  sin  t  sin  u^, 

(29)    Isin  (V cos  {(p  +  «<i )  =      cos  t  sin  /^^q  +  sin  i  cos  ̂ A,  cos  u,, 
Icos  ̂ y  =      cos  f  cos  ̂ ^0  —  sin  i  sin  ̂ y^  cos  112, 

und 

(29*) 

Weiter  hat  man 

sin  (I  sin  («p  +  u^)  =  sin  ̂ y^  sin  w, 

sin  ̂ y  cos{i'r>  +  W3)  =  cos  ̂ >o  sin  f  +  sin  ̂ y„  cos  t  cos  Wj 

(a)  sintf2sinfc    =  —  ̂ m{fp+u^)smf/, 

(b)  sinjt.cosf-    =      cos(</)  +  i<j)sin(</^+'M3)— sin(y+ Wl)cos(t/^  +  ̂ <3)cos^y 

(c)  cos  ?/o  -=      Qos{(f +Ui) cos {ip  +  u^)^ sin  {(p  +  Ui)  sin (ip+Us) cos  fl 

(d)  sin  t/,  sin  ̂ ^0  =      sin{ip  +  U3)sinO, 

(e)  sin  «2  cos  ̂ ^0  =  —  sin(^/i+?/j)cos(t/'  +  W3)  +  cos  ('/  +  ?*i)sin(J/'  +  ?t3)  cosC) 

(f )  —  sin  f  sin  f),,  +  cos  t  cos  /^q  cos  u.,  = 

=  sin  {tp  +  Ui)  sin  ((/'  +  ̂ '3)  +  cos  {(p  +  Ui)cos{(l>  +  u^)  cos  f) 

Die  letzte  Formel,  die  im  folgenden  von  Nutzen  ist, 
scheint  nicht  sehr  bekannt  zu  sein.  Ich  fand  sie  in  einem 

Beispiel  zu  Todhunter's  sphserischen  Trigonometrie  (2*^ 
Auflage  s.  43)  und  lautet  mit  der  gewöhnlichen  Bezeichnungs- 

weise der  sphserischen  Trigonometrie 

sin  a  sin  b  -f  cos  a  cos  b  cos  C  =  sin  A  sin  B  —  cos  A  cos  B  cos  c. 

Sie  kann  mit  Hülfe  der  Polardreiecke  bewiesen  werden  und 

ist,  beiläufig  bemerkt,  als  Controllformel  sehr  brauchbar,  da 
sie  alle  sechs  Elemente  des  sphaerischen  Dreiecks  enthält. 

Werden  die  zwei  ersten  Gleichungen  (29)  und  die  beiden 

Gleichungen  (29*)  mit  einander  dividirt,  erhält  man  die  For- 
meln (27). 

Nach  dem  der  Fall  der  Rotation  eines  Kugelförmigen 

Körpers  somit,  mit  der  Ausführlichkeit,  die  durch  die  grund- 
legende Bedeutung  dieser  Betrachtungen  für  das  folgende 

bedingt  war,  auseinandergesetzt  worden  ist,  gehen  wir  zur 

Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen,  welche  für  die  Be- 
handlung des  allgemeinen  Rotationsproblems  benutzt  werden 

sollen,  über. 
Setzt  man 

Arkiv  für  inatemalik,  astronomi  u.  fysik.     Bd  4.      X:o  4.  2 
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(30)    N  =- <f,  </,    1  (r.,  </.,  -!   1    .         l«!sinä<7, — a] — a] — 2«,a3COS9j 

so  ist    nach  (S).   (U)  und  ( H)) 

(/      1.2.:^) 

Statt  der  (Jrösson  7,.</j,fy3,  l'x,  l>i,  P:\-  dir  nacli  (1)  die 

Bewegung  im  allgeineinen  Rotationsprohlem  bestimmen,  kön- 
nen wir  (f,,(fo,(f3,  u^,iu,n^  als  neue  Veränderlichen  einführen 

und  im  Folge  der  (Jieichungen  (31)  hat  man  nun  nach  dem 

jACOBi'schen  Transformationstheorem  ziu'  Bestimmung  der 
Bewegung  die  Gleichungen 

dai^ilH     dui^_<)H 
^     '  dt        diu'     dt  (fai' 

(*■  =  !,  2.  3), 

Avelche  ich  der  Untersuchung  der  Rotation  der  Planeten  und 
des  Mondes  zu  Grunde  gelegt  habe. 

Was  die  mechanische  Bedeutung  der  neuen  Veränder- 
lichen c(i.«.,((^,  Ui,u^,U3  betrifft,  erinnere  ich  daran,  dass 

man  hat; 

«,  =  —  Cx  Rotationsgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  Cen- 
tralachse; 

«3  =  —  «2  cos  6  , 
wo    f)„    und  ;  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Cen- 
tralachse   mit   der   im  Körper  festen  z  Achse  bez.  der 
im  Raum  festen  Z  Achse  bildet. 

Weiter  ist 

u^  =  90°  +  xM, 

wo   x3I  die  Länge  der  Centralachse,  auf  die  im  Kör- 
per feste  rc^z-Ebene  bezogen,  bezeichnet  (vergl.  Fig.  1), 

W3  =  X'N  —  90°, 
wo  XN  die  Länge  der  Centralachse,  auf  die  im  Räume 

feste  X  y-Ebene  bezogen,  bezeichnet, 

180°  -I-  11.  =  dem  Winkel  zwischen  Z^z  und  Z^Z  (vergl.  Fig.  2). 
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Nachdem  aus  (32)  die  Werthe  der  Grössen  «i,«.,«3, 
''i .  2c.,  u.  Ijestimmt  worden  sind,  erhält  man  0  aus  der  Formel 

cos  0  =  cos  /y„  cos  6  —  sin  H^  sin  e  cos  ̂ t, . 

Die  beiden  übrigen  EuLER'schen  Winkel,  welche  mit  0 
zi-ammen  die  Lage  der  im  Körper  festen  x,y,z  Achsen  zu 
den  im  Räume  festen  i\chsen  X,  Y,  Z  bestimmen,  erhält  man 

aus  (25)  oder  (26)  jenachdem  i-  >  ff^,  oder  t.  <  ̂y„  ist.  In  beiden 
Fällen  kann  man  sie  auch  aus  den  Gleichungen  (27)  erhalten. 

Die  Reihenentwicklungen  (25)  und  (26)  .sind  aber  in  prac- 
tischer  Hinsicht  vorzuziehen. 

TrvcUt  den  4  februari   1908- 

Uppsala  1903.    Almqviät  &  Wiksells  Boktryckeri-A.-B. 
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